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APUNTE NUMEROS COMPLEJOS (para ser usado en los prblemas de
Corriente Alterna)

1 Introduccioén

El objetivo de este resumen es recordar las heraas elementales para el tratamiento de los
nameros complejostema necesario para el andlisiscateuitos de corriente alterna.

Def: El“Conjunto de nimeros Complejos” C se define como:

C={z=x+jy/x,yORL j2=-1 (1)
Asi, un nimero complejo es un par de nimeros r€ale$ que se puede escribir en la forma
a+ jb. Podra representarse como un punto en un plamocamdenadasa y b, 0 como un vector

de componentesy b.
Hay, esencialmente, dos formas distintas (aunquevagntes) de representar un ndmero
complejo: la forma binébmica y la forma polar (tagrbilamada trigonométrica)

2 Forma bindmica

La representacionZ = X + Jy|se denominéorma binémica y los valoresx ey se identifican
respectivamente como “parte real” y “parte imagadiar

Re 2=x
Im 2=y (2)

2.1 Operaciones elementales en forma binébmica

Sean z, =X +]Jy, yz =X, + ]y, , entonces se tiene:

Suma:  Z +27,=(X + %)+ (Y, +Y,) (3)

Resta: 7 =2 =(X =X )+ j(y1-Y2) (4)

Producto:  z.Z, =(X..X, = ¥,.Y,) + (XY, + V,.X,) (5)

Division: 2 = 1 * J Yi_ % +J: y1 Xo * J y2 _ (%o —Y1y2)2+ j (;/1X2 +X1Y5) (©)
Z X~ lY2 X7 Y2 Xot]Yo X2 tY>

lgualdad: 7 =2z, = X, =X, € Yy =Y, (7)

Numero Complejo Conjugado(Se notaZ o también como z*) . Si

Z=X+|y=>Z=Z*=X—-|y ®)
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A partir de (8) el producto de un nimero complepmr su conjugade* resulta

2z = (x+jy)(x=jy)=x* +y? 9)
Aplicando la definicion de conjugado a la divisi® 2 complejos, de (6) resulta
Division: L =222 (10)
Z; 2 0

Notar queen la division se multiplica y se divide por el @bejo conjugadalel divisor ya que la idea es obtener un
resultado en forma de ndmero complejo, es de esaafoque eliminamos la componente imaginaria del
denominador.(Esto es similar a la “racionalizacioeh el algebra de los reales)

3 Interpretacion geométrica

Resulta natural asociar a los nimeros complejos worplano, analogo &% donde el eje
horizontal representa la panteal dez yel eje vertical su partenaginaria Esta interpretacion
geomeétrica fue introducida por Argand en 1806

Imz + Imz +
z, Z.+ 2,

Z4

¥ Re z Rez
De la figura surge claramente (Pitdgoras) que,iderendo az como un vector en el plano, su

maodulo resulta
14 =4x*+y? (11)

Y, en consecuencia, la division de dos complejos

Z; 27 |22|2
Por otra parte, segun las definicionslenade dos complejos, la interpretacién geométricaltas
anadloga a la de vectores libres BA (ver figura): la “suma” corresponde a tagla del

paralelogramo Esto se debe tener en cuenta a la hora de realizdiagramas fasoriales en los
Problemas de Corriente Alterna.

4 Forma polar, trigonométrica y exponencial

Un ndmero complejo del plano se puede represeataurp par de valores rdy, que cumplen:
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Im(z
r= Ty to(g) =) - Y
Re(z) x
(13)
Estos valores son llamados modulo v €€ |Tag|nar|o
argumento, y son notados respectivamet e como
r =|z| y ¢=Arg(2). (14) r send x z
1‘ }.’
@ )

rcosd¢  ejerea
A partir de la figura, se puede ver qu

Xx=rcos¢ e y=rserg. Por lo tanto, todo nimero complejo de modulp argumentap puede
escribirse en la forma polar

z=r(cosg + j senp) (15)
Una notacion muy usada esZ =IL1¢
Por otra parte,ej¢ =cosg + j serp (si no lo creen, desarrollen en series las furescam ambos
lados de la igualdad y verifiquenlo). Asi, un coejpk puede notarse como

z=r(cosg + jserp)=rO¢ =rel? (16)

Esta forma es muy util para calcular productosisiines y potencias de nimeros complejos.

4.1 Producto y division de dos complejos

Si aplicamos la definicion del producto (como emfa bindmica) a los complejag =r; el y
Z, =1, ej¢2, para el producte; . z obtenemos:

2 2, =ncos(#, ) + jser{¢y )]iry[codg,) + jser(g,)] =

=r.ry(cos(@y ) cos(@, ) —ser{ @y )ser( @, )+ j ry.r; (ser{¢;) cos(#, )+ ser{¢, ) cos(# ) =
=r.r[cod ¢y +¢,)+ jser(g; + @,)]

Es decir,

2.z, =1,.1,[codp, + ¢,) + jser(p, + ¢, )]

(17)

(18)

De donde resultéEl modulo de un producto es el producto de los rluddy el argumento es la
suma de los argumentos

pEARIEAlA
Arg(z.z,) = Arg(z,) + Arg(z,) (19)

Si los escribimos como z, =r,[0¢, y z, =r,lJ¢, Entonces:
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2.z, =r.r,0¢, +9, (20)

: . : =r.elfl =r.el?2 )
Si los hubiéramos escrito confd ~ "€ y Z2 =12€77 g producto esta dado por

21-22 = rle]¢1rze]¢2 = rlr2e1¢1e]¢2 = rlrzej(¢1+¢2) (21)

Es decir, usando las propiedades de las funcioxgsnenciales, llegamos al resultado en forma
sencilla 'y simple.

Anélogamente, para la divisién de dos complébg

i:L|:|¢1 _¢2
z, T, 22)

noe,y z, =r,0¢, se obtiene

2
ya que

z _nel _n eltgmit2 - rlrz—lei(¢1-¢2) 23)

Z;

T
=|z|z,| t=1

Arg(zz,) = Arg(z) - Arg(z,) = ¢, - ¢ (24)

Ejemplo: Hallar el cociente dg =1+ ] 2z, =1—]

z|=v2 Arg(z,)=arctg() = 45":%

z,|=v2 Arg(z,)=arctg(-1) = -45°= _%T

z, _2 {n n] ) ’{n nj _][ T n}
= 2="Z|cog~+"|+jsen—+=||=1cos> + jsen=
z, 2 4 4 4 4 2 2

que en forma binémica (desarrollando las operasjomeeda: 4 =](0 + EI.) =]
ZZ

Observacionta forma z :]{COSE + j.SenC[ es la forma trigonométrica de z=j.
2 2

4.2 Conjugado e inverso de un complejo

Conjugado:

2zr(cosb—jser¢)zr|]—¢:re'j¢ (25)

Inverso:

7t=t= =61 =1 cog- g) +  sef- ) =r (cogp - sew)=r 'O

z rel?
(26)
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4.3 Potencias y raices de un complejo

A partir de la multiplicacion de complejos, se obtiene

) N _(nid )" = naing
Potencia; Z —(re ) -re (26)

Raiz: z%‘ -(re“”)% =r W

(27)

CUIDADQO.:
z +2z,Zr,+1,0¢,+¢, O NOESCIERTO

z,-z,#r,-r,0¢, -4, O NOES CIERTO

Por lo tanto,la suma y resta de complejos no se puede hacesrerafdirecta usando expresion

polar, se utilizard por practicidad la forma binémicajreando partes reales e imaginarias por
separado

Para pasar de polar a binébmica:
X =r.CcOoSp
y = r.senp

Para pasar de binémica a polar:

4= s e

P= arctg{y}
X

Ejemplo:
:Q+£j 22=2+OJ
2 2

2| = w/+j—1 Arg(z,)= 45°=’ZT = z=1"

z|=/4+0=2 Arg(z)=0"=0 = z,=2¢"

z = —V3+]
Z, =1-]

Ejemplo: Calcular r=|z| ¥p=Arg(z) para:

1
-El médulo de z es |21| =4/3+1=2; su argumento esta dado ptg(¢) =——— lo que determina dos

V3

valores posibles de argumento: -30° y 150°; copesté en el segundo cuadrante ha depserl50P= —
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-El modulo de zes|22| =41+1= \/E ; el argumento viene dado ptg(¢) = —1lo que puede dar -

7l
45° 0 135°, y otra vez viendo la posicion del veafp= —45°= _Z )

En el ejemplo se ha visto que hay que” elegir’ rbalo y
para esohay que ubicar el complejo en el cuadrante que
7 correspondaotra forma de verlo es la regla que dice que:
] signc(¢) =signc(y) (en este caso se graficaron los

> vectores, pero podria haberse utilizado esta régiabién).

5 Aplicacion: Suma de dos ondas (desfasadas en un
angulo a)

Sean:
e = Emax,.sen(ut) e, = Emax,.sent +a)

= e, = Emax; .sen@t + @)

con:

Emax = /(Emax )2+ (Emax,)?+ 2.E max, .E max, .cosa

o= arct Emax, .sen@)
Emax + Emax, .cos@)

Ejemplo: Sumar dos ondas senoidales conocidas sus exEesone:

g = 240ser(314t + 20°)
e, = 210ser(314t + 20° + 60°)

= e, = Emax; .sentt + @)

Emax = /240 + 210 + 2.240210c0s60°) =390/

tg(d) = 210sen60?) — 0527
240+ 21Qcosp0)

Por lo tanto arctg (0,527)= 29,79

Entonces:

e, =390sern(314t +20° +27,79°)
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6 EJERCICIOS

1) Dibujar el plano complejo y situar los siguientgimeros complejos. Expresar cada
uno de ellos en las formag:=r0¢@ y z=r.e"’

a)2-j2 e)5+j 0
b) 3+j8 f)j6

c) -5+j3 0)-4

d) -4-j4

2) Efectuar la operacion que se indica

a)z=3-j4 Hallar z.z* d) z=25e""* Hallar z.z*
b) z=100-40° Hallar z.z* e)z=2+j8 Hallar z-z*
c) z=200531° Hallar z+z* f) z=r06 Hallar z/z*

3) Escribir en las formasZ = re’, z=x+ Y y z=r.cosg) + j.ser(¢)

a)12,3030¢° c) 250 -4%°
b)530160° d)86] -115°

4) Escribir en las formasz =r.€'? y z=r0¢.

a)—-12+j16 c)-59-j 25
b)2-j4 d) 700+ j200

5) Realizar las siguientes operaciones:

a)B-j2@A-j 9 e) (3020°) (20 -45°)
b)j2.(4-j 3) f) (080°)(250 - 45°)(0,20 -15°)
c)(5+j5/1-j) g) (180160°) /(180150°)
d)(4-j8)/(2+] 2)
6) En cada uno de los siguientes casos hallarel da la expresién(%
2
a) zy =10+ j5 , z, =200030° Cc)z=6-j2 , z,=1+j8

b) z, =5045 , z, =100 -70° d)z =20, 2 =j40
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RESUMEN DE FORMAS EN LAS QUE SE PUEDE EXPRESAR UN MMPLEJO:

&

¥

Z=X+ |y z2=r.(cos@) + j.ser(®))

— i-¢
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